
Colle du 16 janvier: Topologie

14.1 Première série

Exercice 1: Pour quelles valeurs de n existe-t’il une norme surMn(R) invariante par similitude?

Exercice 2: Soit E un espace vectoriel normé de dimension infinie et K un compact de E.
Montrer que E \K est connexe par arcs.

Exercice 3: Soit A ∈ Mn(C) et k ∈ N∗. En étudiant l’intégrale Ik(r) =
∫ 2π

0
(reit)k(reitIn −

A)−1dt, montrer le théorème de Cayley-Hamilton.

Exercice 4: Soit f : [0, 1]→ L(Rn) continue telle que f(t) = f(t)2 pour t ∈ [0, 1].
1. Montrer que rg(f(t)) est indépendant de t. On le note r et on suppose r > 0.
2. Montrer qu’il existe des fonctions continues v1, ..., vr de [0, 1] dans Rn telles que, pour tout
t ∈ [0, 1], (v1(t), ..., vr(t)) est une base de Im(f(t)).

14.2 Deuxième série

Exercice 1: 1. Soit C un compact convexe d’un espace vectoriel normé E. Soit f : C → C. On
suppose f 1-lipschitzienne. Montrer que f admet un point fixe.
2. Soit A ⊆ Rn une partie fermée, convexe et non bornée. Montrer que A contient une demi-
droite.

Exercice 2: Pour A ∈ Mn(C), soit S(A) la classe de similitude de A. Montrer que A est
diagonalisable si, et seulement si, S(A) est fermée.

Exercice 3: Soit X un compact non vide d’un espace vectoriel normé E et f : X → X telle que
∀(x, y) ∈ X2, ‖f(x)−f(y)‖ ≥ ‖x−y‖. Montrer que f est une bijection isométrique de X dans X.

Exercice 4: Soit K un compact convexe d’intérieur non vide de R2. Soit G le centre de gravité
de K. Montrer que G qu’il existe au moins trois segments joignant deux points de la frontière
de K dont G est le milieu.
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14.3 Troisième série

Exercice 1: Soient p, q deux entiers naturels non nuls. On considère X le sous-ensemble de
Rp+q défini par l’équation x21 + ... + x2p = y21 + ... + y2q . Que dire de la connexité par arcs de X
et de X \ {0}?

Exercice 2: Soit E l’ensemble des fonctions 1-lipschitziennes de [0, 1] dans [0, 1]. On munit
C0([0, 1]) de la norme de la convergence uniforme. Pour ε > 0, soit N(ε) le nombre minimal de
boules de rayon ε nécessaires pour recouvrir E. Donner un équivalent de ln lnN(ε) quand ε→ 0.

Exercice 3: Soit Q un polynôme de R[X]. Construire une norme sur R[X] telle que la suite
(Xn)n≥0 tende vers Q.

Exercice 4: 1. Soit U un ouvert connexe de R2 et A une partie dénombrable de R2. Est-ce que
U \A est connexe? Et connexe par arcs?
2. (Théorème de Baire) Soit E un espace vectoriel normé complet. Soit (Un) une suite d’ouverts
denses de E. Montrer que ∩nUn est dense dans E.
3. Généraliser la question 1. en dimension finie supérieure à 2.
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